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Abstract

Transportation problem is the linear programming problem. The main purpose is minimize the
cost of distribution. In present day the solution of transportation problem are North-West Corner,
Least Cost, and Vogel's Approximation (VAM). In 1946-1947 G.B Dantzig proposes the research
and designed the MODI (Modified For Distribution), the method could be applied to
transportation problem. The MODI method and other method that use a transportation table are
adequate as long as the problem is relatively small. Once the problem becomes large, then finding
the unique 6 —loop and performing the updating is difficult.  This  studywas

made to find solutions to transportation problems using basis tree. Is a literature study that the
authors use to conduct research, with the source form of journal papers, articles and textbooks.
The Basis Tree Transportation Problem is a specialization for transportation problem. The key
idea in this method is that any basic feasible solution of transportation problem is a spanning tree
of the underlying graph. Hence for each iteration, the basis is represent as a rooted spanning tree

in which an arc (i, ]) and its flow X, represent the basic variable Xy and the simplex

multiplier  (dual  varviable) are vepresemt by node potentinl Use of Nort-
West Corner aimlessly total freight 1490, and  the vesults of  the iteration will be  obtained a
minimum total transportation cost 920. Iterations that use basis tree using five iterations. It can be
noted that minimizes transportation  costs  using the basis  tree method resulted in a
difference of 570.

Keywords: North-West Corner, Basis Tree, Transportation Problem.

1. PENDAHULUAN

Persoalan  transportasi  merupakan
persoalan program linear, yang membahas
masalah pendistribusian suatu komoditas
atau produk dari sejumlah sumber (supply)
kepada sejumlah tujuan (destination,
demand), dengan tujuan meminimumkan
biaya pengangkutan yang terjadi.

Selama ini persoalan transportasi
dilakukan dengan menggunakan metode
North-West Corner (NWC), least cost, dan
Vogel's Approximation Method (VAM).
Penulis mengguanakan metode NWC untuk
menentukan solusi fisibel basis awal. Solusi
ini merupakan bagian penting dalam
menyelesaikan  persoalan  transportasi,
karena sebagai langkah awal dalam Network
Metode Simpleks. Network metode simpleks
pertama kali dipelajari dalam sebuah
penelitian oleh G.B Dantzig (1946-1947).
Dantzig bekerja sebagai mekanik

perencanaan proses angkatan udara Amerika
Serikat. Sekarang penelitian itu
diaplikasikan terhadap persoalan transportasi
yang dikenal dengan MODI (Modified for
Distribution)! (O*Comner, 2001: p.4.22).
Metode MODI dan metode lainnya yang
menggunakan tabel ftransportasi cukup
memadai  selama masalah relatif kecil.
Permasalahan menjadi besar, sehingga

mencari unik @/oop dan membentuk

solusi fisibel basis yang baru menjadi sulit.
Untuk alasan ini dan alasan lain
metode  standar  pemecahan  masalah
tranportasi dan masalah arus setwork telah
menjadi algoritma out-of-killer (O’Conmnor,
2001, hal: 4.30), sehingga persoalan
transportasi merupakan kasus yang menarik.
Pengembangan  terstruktur  untuk
algoritma  owuz-of-killer terinspirasi oleh
perkembangan terbaru teknik ilmu komputer
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menggunakan struktur data dan menipulasi
data. Gagasan ini memberikan gambaran
terstruktur sehingga persoalan yang besar
(memerlukan memori yang besar) dapat
disimpan pada memori komputer.

Sebagai kelanjutannya, gambaran
terstruktur memiliki arti bahwa algoritma
mempunyai proses kerja yang lebih sedikit,

karena persoalan ditunjukkan secara
terstrulctur.
2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Persoalan Transportasi
Persoalan  transportasi — merupakan

perscalan program linear. Persoalan ini
membahas masalah pendistribusian suatu
komoditas atau produk dari sejumlah sumber
(supply) kepada sejumlah tujuan
(destination, demand), dengan ftujuan
meminimumkan ongkos pengangkutan yang
terjadi. Berikut formulasi dan spesialisasi
persoalan transportasi.

2.1.1 Formulasi dan Spesialisasi

Misalkan G(N,A) adalah wetwork
berarah terdiri dari himpunan berhingga
node N, dan himpunan are berarah A
menghubungkan pasangan node pada N .
Setiap arc (i, j) = A, sebuah komoditas

X

i

ongkos pendistribusian per unit Cy»
batas bawah komoditas ly dan batas atas
ied kita

U, Untuk

setiap #ode

memberikan nilai integer 5, menunjukkan
sumber yang tersedia atau tujuan untuk
komoditas pada node tersebut. Jika b, >0,
maka node i adalah node sumber. Jika
b, <0, maka node i adalah node tujuan.
Sebaliknya jika b, =0, node i diserahkan

kepada nmode twrausshipment. Total jumlah
komoditas sumber harus sama dengan total
permintaan tujuan atau total jumlah
komoditas sumber haruslah nol.

> b =0ieN @.1)
Formulasi  persoalan  program
linear:
min Y c¢x; @.2)
G.j)e4

Berdasarkan Pembatas:

X 2, x,=h @
i red #(7ea
Untuk semua 7 € A4
Oglygxyguy Q2.4

Untuk semua (i, /) € A

Formulasi persoalan program linear
dityjukan  untuk mengirimkan produk
permintaan dari #ode-node sumber kepada
node-node tujuan. Sedemikian sehingga
pembatas tujuan (2.3), ongkos minimum
(2.2), pembatas flow bound (2.4), haruslah
terpenuhi. Pembatas tujuan juga disenut
sebagal mass balance atau pembatas flow
balance.

Total jumlah komoditas sumber
haruslah  sama  dengan nol  dan
menjumlahkan persamaan flow balance

untuk semua { € NV sehingga didapatkan:

S 5 ¥ mes)-z
1eN A\ Ji eA Jij,neA eN
2.5)
Ini artinya bahwa pembatas (2.3)
adalah bergantung linear. Persoalan dalam
notasi matriks adalah:

min {ex | Nx=b dan 0 <] < x<u}

Di mana N adalah matriks tetangga dari
node-node, mempunyai baris untuk setiap
#ode dan kolom untuk setiap arc.

Formulasi persoalan program linear
sangatlah istimewa dan luas penggunaannya
dan dapat digunakan pada persoalan setwork
dengan model tertentu.

A. Persoalan Transshipment

Model transshipment adalah model
transportasi yang memungkinkan dilakukan
pengirim (komoditas) dengan cara tidak
langsung, di mana komoditas dari suatu
sumber dapat berada pada sumber lain atau
tujuan lain sebelum mencapai tujuan akhir.
Jadi, pada persoalan transshipment ini suatu
sumber sekaligus dapat berperan sebagai
tujuan dan, sebaliknya, suatu tujuan dapat
juga berperan sebagai sumber.

Persoalan  #ransshipment adalah
persoalan program linear dengan #mode
transshipment dan kapasitas arc tak terbatas.
Kita membagi node menjadi tiga
subhimpunan. N, adalah himpunan rode

sumber, N, adalah himpunan node tujuan,
dan N, adalah

transshipment.

subhimpunan rode
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Formulasi program linearnya adalah:

E o S TR & |
(5./)ed
Berdasarkan pembatas:
xX,— D x,=b ..@&7
7, 7)eA FEGRI
Untuk semua { € N, N,
A Z x,=0 .28
Fi.5)ed FEERI
Untuk semua j € N,

x,20; untuk semua (i, 7)< A
om0

B. Persoalan Transportasi

Kasus special  dari  persoalan
transshipment di mana tidak terdapat node
transshipment disebut dengan persoalan
transportasi. Node disini adalah salah satu
dari #ode sumber dan wmode tujuan. Ini
artinya bahwa graph vang mendasari adalah
graph  bipartite, di mana N, adalah
himpunan node sumber dan N, adalah
himpunan rsode tujuan, sedemikian sehingga
N=N,UN,
didefinisikan oleh:

A={(L. N|ieN.jeN,}

Secara objektif  yaitu untuk

merencanakan ongkos pengiriman yang

dan  himpunan  arc

terkecil dari sumber N, kepada tujuan N, .
di mana X, adalah banyaknya unit dikirim
dari sumber / kepada tujuan ;. dan c,
adalah ongkos pengiriman satu umit
kepada j.

Sumber dan tujuan berturut-turut
ditunjukkan oleh sz' Tidak terdapat batas

atas (wrcapacitated).

Formulasi persoalan program linear:
min Y cx; @2.10)

Berdasarkan pembatas:

X, = b ; untuk semua ie NV,

Jili,f)eA
2.11)
X, = —b ; untuk semua i € NV,

Jii, e
(2.12)

x, > 0; untuk semua (7, /) € A
@.13)

2.1.2 Formulasi Persoalan Transportasi

Persoalan  ftremsportasi  merupakan
persoalan yang sederhana, karena alas an
berikut:

a) Merupakan graph bipartite dengan
tidak mermiliki node-node
transshipment.

b) Tidak mempunyai batas-batas kapasitas
pada arc-arc.

Formula standar secara aljabar untuk
persoalan transportasi:

z =minzmlzn:cyxy 2.14)

=1 j=1
Berdasarkan pembatas:

M

> wp=Sa =L 0w @5

J

I
—

.Mi

{1
—

xU:Dj,J':1,2,...,n (2.16)

B2 0; untuk semua (7, /) (@2.17

di mana:
S > O,DJ >0 untuk semua 7, J

dan Z S = Z D, dengan lain kata rotal
7=1 i=1
supplies = total demand.

Kondisi terakhir ini sangat penting dan
menentukan  untuk  menjadikan  suatu
masalah  transportasi menjadi  fisibel.
Interpretasi dari persoalan transportasi:

1. Terdapat M sumber masing-masing
memproduksi produk yang sama.

2. Sumber 7 memproduksi sejumlah S,
Terdapat # tuyjuan masing-masing
meminta produk yang sama.

4. Tujuan j memproduksi sejumlah Dj.

50X, adalah jumlah produk dikirim dari

sumber 7 ke tujuan j dengan harga c;
untuk setiap unit pengirimar.

6. Sumber tidak dapat menginm lebih dan
hasil produksinya, akibatnya terdapat
pembatas supply. Contoh sumber ke-2:

n
Z X, =5,
j=1
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7. Tujuan tidak dapat menerima lebih dari
yang di minta, akibatnya terdapat
pembatas demand. Contoh tujuan ke-4:

"
Z Xy = D4
i=1

8. Jika sumber memiliki kelebihan
permintaan, kita kirim semua kelebihan
ke variabel bantu yang disebut variabel
dummy. Tujuan 7 +1 dengan biaya nol.

9. Jika permintaan melebihi sumber,
masalah tidak dapat diselesaikan
sebagai persoalan transportasi, maka
dibutuhkan formulasi yang baru.

2.1.3 Sifat-Sifat Persoalan Transportasi

[en @ S Ca Cn
1 1 1
1 1
1 1
1 1
L 1

Summber: O’ Connor, 2001: p.4.29

2n

Bentuk dasar dari program linear
umurn adalah:

Z=mincx,

xeR*

berdasarkan

pembatas Ax=56; x=0

di mana b,c dan x adalah mx1, lxn
dan 7x1 berturut-turut adalah vector, dan
A adalah matrik mx#n. Untuk persoalan

transportasi dengan M sumber dan #
fujuan, # menjadi #2+7 dan # menjadi

mn, sehingga kita dapat:
- : -
Tz
Cot Cpa 0 Con : Z
1n Sy
21 S
L) '
1 1 1 2= S,
1 Ho D,
1 : D,
ml :
1 ) Fmz D, i
,xm i

Gambar 2. 1 Bentuk Matrix Pembatas Ax =5

Matriks 4 adalah matrik node-arc
dari graph bipartite G ={ N, N,, A4, ¢). di
mana |N1|=m, |N2|=n, dan |A|=mn.

Setiap program

matrik A4 mempunyai sifat-sifat:
1. Persoalan program linear dengan #1xn

linear dengan

variabel X, dan 77+ 71 pembatas.

2. Terdapat tepatnya satu pembatas yang
berlebih. Pembatas tersebut boleh
dihilangkan sehingga kelebihan dapat
dikeluarkan.

3. Vektor basis terdiri dari (m+mn—1)
variabel bebas.

4. Jika semua 8, dan [J, adalah bilangan

bulat positif, maka semua solusi basis
adalah bilangan bulat dan karenanya
solusi optimum adalah bilangan bulat.

5. Matrik 4 dan kemungkinan vektor ¢
adalah sangat jarang. Tentu saja matrik
A mempunyai (m1+ n)xmn elemen

dan hanva 2mm  adalah non-zero.
Dalam pemahamannya #mom-zero ini
adalah 1 dan mempunyai struktur yang
sangat spesial.

Semua  sifat-sifat  memberikan
kontribusi  untuk membuat persoalan
transportasi menjadi persoalan program
linear yang sangat special.
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2.1.4 Dual Persoalan Transportasi

Dual persoalan transportasi sangatlah
penting karena kita gunaken variabel dual
dalam  perhitungan penurunan ongkos
transportasi pada persoalan primal:

ki3 n
maXZS;“; +ZDJvJ (2.18)
=1 J=1
Berdasarkan pembatas:
U+, = Cyo untuk

2.19)
u, dan v, tertutup.

semua 7, j

@2.20)
Alan ditunjukkan bagaimana pembatas

dual  digunakan  dalam  menghitung
penurunan ongkos transportasi
cy=¢,—(u,+v,) untuk  variabel

nonbasis. Perlu diingat bahwa terdapat satu
pembatas dual untuk setiap arc dalam
network persoalan transportasi.

Untuk menghitung penurunan ongkos
transportasi, kita memerlukan simplek

multipliers atau node potensial U, dan v,
untuk f=1..,m dan j=1..,#1. Jika

X, adalah maka

variabel  basis,

U, + v, =c; Ini akan memberikan

m~+ n—1 persamaan dengan 1+ 1 yang

tidak diketahui. Karena satu pembatas yang
berlebihan, kita dapat memilih nilai tertentu
untuk setiap salah satu # dan v. Pilihan

u, =0, kemudian selesaikan variabel yang

lain dari m+#n—1 persamaan tersebut
dengan cara substitusi.
Untuk setiap variabel nonbasis kita

dapat u, —v < ¢, atau U, —V, +C5 =

Karenanya ¢y =¢, — (u, + VJ) dapat

dihitung untuk semua variabel nonbasis.
2.2 Transportasi Basis Tree

Metode MODI dan metode lainnya
yang menggunakan tabel transportasi cukup
memadai selama permasalahan relative
kecil. Jika persoalan dengan sumber > 100
dan tujuan > 100, kemudian mencari unik
loop menjadi sangat sulit dan membentuk
solusi fisibel basis vang bam menjadi
membosankan.

2.2.1 Basis Tree

Jika kita perhatikan tabel transportasi 3
x 4 hasil aturan North West Corner (NWC)
yang diberikan sebagai contoh seperti
berikut:

Tabel 1. Solusi Fisibel Basis Awal dengan aturan NWC

D1 D2 D3 D4
6 8 4 5
51 60 20 80
2 9 3
52 15 35 50
5 4 9
53 50 40 20
60 35 85 40 1490
Terdapat sebuah korespondensi antara M+ N node.

setiap tabel transportasi dengan #ree. Setiap
arc antara uode sumber dan mode tujuan
menunjukkan variabel basis. 4re yang
terputus (tidak dialokasikan) menunjukkan
variabel nonbasis.

Adanya hubungan ini, maka setiap
network persoalan transportasi memiliki
sifat-sifat sebagai berikut:

2. m+n—1 are

3. Setiap #ode dihubungkan pada node lain
oleh satu atan lebih are.

4. Tidak ada Joop. Hanya terdapat satu
rangkaian arc-arc antara setiap pasangan
node-node.

Sifat-sifat ini mengarah pada spanning
tree dalam persoalan transportasi dengan
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m+n node dan M XK are. Kenyataan
diatas memberikan petunjuk bahwa setiap
basis dapat diartikan sebagai spanning tree.
Sehingga konsep ide ini disebut dengan
Basis Tree.

Menambah satu arc ke basis tree akan
sama dengan variabel nonbasis yang baru
masuk (entering variabel). Menambahkan
satu arc pada basis free membentuk unik
eyele dan mempunyai hubungan dengan
unik  @loop pada solusi persoalan
transportasi. Loop ini akan terputus dengan
penghapusan arc yang lain dalam Joop.

s I
% /
'\ /
\/
A
i
N
Fo N
B e
LA
@(hf
4
-9

Bipartite Graph Persoalan Transportasi

Proses pengahapusan arc pada satu loop

mempunyai korespondensi dengan leaving

variable dan menjadi variabel nonbasis.
Struktur setiap basis spanning tree

menjadi lebih jelas jika mengikuti langkah-

langkah sebagai berikut:

1. Pilih node pertama (.S, dalam contoh

ini) sebagai root dalam basis tree.
2. Gambar semua #xode dan arc yang lain
dibawah root.
Dua langkah diatas digambarkan
sebagai berikut:

// \\

®-®
®(

@ @

Basis Tree

Gambar 2 .Bipartite Graph Persoalan Transportasi dan Basis Tree

Gambar 2 haruslah menjadi jelas
bahwa semua informasi tentang solusi fisibel
basis memuat dalam basis tree. Hanya
informasi lain dibutuhkan untuk
memindahkan dari satu basis ke basis
berikutnya. Informasi tersebut adalah daftar
arc-arc nonbasis.

2.2.2 Pivoting Menggunakan Basis Tree

Suatu variabel nonbasis dipilih untuk
tahap entering variable, proses transformasi
basis sekarang menjadi basis yang baru
disebut  pivoting. Aken  ditunjukkan
bagaimana pivor menggunakan basis tree.
Dalam proses ini semua operasi aljabar
digantikan oleh operasi graph. Ini tidak
hanya menjelaskan semua operasi, tetapi
juga semua langkah komputasi menjadi
sederhana.

Langkah-langkah pivoting pada basis

tree, diberikan nonbasis arc (i, j*) dengan

penurunan ongkos negatif telah dipilih dari
daftar arc. Langkah selanjutnya dibentuk:

1. Tambahkan are baru antara node i dan
node j*, sehingga akan membentuk

unik @/oopyang ditemukan sebagai
berikut:

a. Dimulai dari node i naik keatas free
yaitu roof. Ini akan memberi lintasan

yang unik i > ..o root.

b. Dimulai dari node j naik keatas tree
yaitu roof. Ini akan memberi lintasan
yang unik j* —> ... —> Foot .

¢. Dua lintasan ini akan bertermmu pada node
NCA (Nearest Common Ancestor) dari

i dan j*. Ini akan memberi lintasan
yang unik 8loop
i >NCA> ..o >i.

2. Dengan menggunakan unik &loop,

carilah arc yang akan dipindahkan dari
loop. Arc disini bertanda (-) dengan
alokasi arus (komoditas) yang terkecil.

3. Potong arc yang ditemukan pada
langkah (2) dan bangun kembali #ee.

4. Mengatur nilai komoditas pada arc-arc

dalam unik &Joop. Menghitung dual

variabel 24,V untuk setiap node pada

tree dengan , = 0.

Dapat dilihat bahwa operasi yang
berbelit-belit  dalam  pivoting  dapat
terselesaikan dengan basis tree. Tidak ada
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bagian lain dalam network (basis tree) yang

direkayasa. Terjadi reduksi dalam hal
komputasi dan permintaan penyimpanan
dalam mermori.

Walaupun demikian
mengoperasikan  secara aljabar  senuah
matrik ukuran (#1+ 1) xmn dapat kita
dioperasikan dengan basis ftree ukuran

m+n. Ini merupakan kunci algoritma
network transportasi basis tree.

3. METODE PENELITIAN

Penelitian i menggunakan
pendekatan  rasional.  Peneliian  imi
merupakan studi literature, dilakukan

dengan mempelajari berbagai karya ilmiah
dalam bentuk jurnal maupun buku teks, atau
artikel-artikel lainnya yang berhubungan
dengan bahan penelitian. Diawali dengan
mempelajari graph, tree, spanning tree, dan

berlandaskan materi-materi tersebut, akan
dicari solusi untuk persoalan transportasi
dengan menggunakan basis tree.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pembahasan berikut adalah metode
basis tree akan digunakan untuk mencari
solusi nilai minimum pada contoh persoalan
transportasi yang diberikan. Berikut adalah
contoh persoalan diberikan tiga perusahaan

(\5,) dan empat gudang (D) dengan data

komoditas supply dan permintaan komoditas
sebagai berikut:

S, =80,5, = 50,8, =90
D, =60,D, = 35D, =85,D, = 40

Data ongkos transportasi pada tabel
berikut:

persoalan transportasi. Kemudian
Tabel 4. 1 Ongkos Transportasi 3 x 4
D1 D2 D3 D4
6 8 4 5
S1 80
2 9 3 8
S2 50
5 4 9 7
S3 90
60 35 85 40 220

Iterasi Pertama

Dengan menggunakan Nowth-West Corner

Langkah Pertama: diperoleh tabel berikut.
Tabel 4. 2 Jumlah Komoditas Hasil NWC
D1 D2 D3 D4
6 8 4 5
S1 60 20 80
9 3
52 15 35 50
4 9
S3 50 90
60 35 85 1490
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Dari tabel 4.2 buatlah solusi fisibel basis awal dengan S) sebagai root.

Gambar 4. 2 Basis Tree

Total Ongkos = Penurunan ongkos transportasi pada
(60.6)+H20.8)H15.9)+(35.3)+(50.9 +(40.7)= variabel nonbasis diperoleh:
1490 c.=c,—(u+v)
Langkah Kedua: _IJ v b
Menghitung dual variabel %,V pada Gy =4-(0+2)=2
variabel basis: Cc,=35-(0+0)=5
v =6 Ty =2—(1+6)==5
5 B =8 G =8—(1+0)=7
Uy +v, =9 Cy=5-(7+6)=-8
Uy + ¥ =3 T =4—(7T+8)=—11
Wty =9
_ Langkah ketiga:
ety =1 Memilih  variabel nonbasis, yaitu
Jika u#, =0, maka secara simultan penurunan  ongkos  transportasi  paling
diperoleh: negative. Variabel tersebut  adalah

Koo =Xy = 11

u, =Ly, =7.v,=06,v,=8v,=2v,=0
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Pemilihan variabel nonbasis im untuk (2 . lOOp sebagai berikut:
menentukan entering variabel dan unik

Gambar 4. 3 Unik Loop

Langkah keempat: Pada langkah ini gunakan pivoting
untuk  menentukan  leaving  variabel.

Lintasan
dipoton

Gambar 4. 4 Proses Pivoting

Hasil pivoting diperoleh, maka basis tree dan menghitung total ongkos
selanjutnya adalah membangun kembali transportasi.

Gambar 4. 5 Bangun Kembali Basis Tree
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Total Ongkos =
(60.6)H20.8)H15.4)yH40.7)+35.9)+(50.3)=
1325

Iterasi akan berlanjut sampai tidak
ditemukan lagi variabel nonbasis pada
penurunan ongkos transportasi bernilai
negaif.

Hasil optimum ditemukan sampai
iterasi kelima dengan total ongkos minimum
920.

5. KESIMPULAN

Persoalan  program  linear  dari
algoritma simpleks untuk solusi persoalan
transportasi ditemukan oleh G.B Dantzig
pada tahun 1947. Konsep metode simpleks
dapat  diaplikasikan pada  persoalan
transportasi. Metode basis tree untuk
aplikasi persoalan transportasi adalah salah
satu  alternatif untuk solusi persoalan
transportasi yang lebih efisien.

Algoritma transportasi basis tree
memiliki tiga prosedur utama:
1. Mencari solusi fisibel basis awal
2. Memilih arc nonbasis
3. Proses pivoting
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